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Wykaz wazniejszych symboli i oznaczen
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o =,V(X),ox — odchylenie standardowe

o) — dystrybuanta zmiennej losowej Y € N(0,1)
o) — gestos¢ zmiennej losowej Y € N(0,1)

Q — przestrzen zdarzen elementarnych
Q,Mm,P) — przestrzen probabilistyczna

) — zdarzenie elementarne

1—a — poziom ufnosci, wspotczynnik ufnosci



Matematyka jest alfabetem, za pomocq ktorego Bog opisal Wszechswiat.

Galileo Galilei
(Il Saggiatore, 1623)

1. Wstep i wprowadzenie

Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna to stosunkowo nowe dziaty
matematyki. Formalnie mozna uznac¢, ze poczatkiem nowoczesnego rachunku prawdo-
podobienstwa sa lata 30. XX wieku, kiedy to A.N. Kolmogorow przedstawil rachunek
prawdopodobienstwa w postaci teorii aksjomatycznej. Jednoczesnie mniej wiecej w tym
samym okresie z rachunku prawdopodobiefistwa wyodrebnit si¢ jego nowy dziat — sta-
tystyka matematyczna. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna po-
stuguja si¢ jezykiem i metodami matematyki, a dodatkowo maja szerokie zastosowania
w: fizyce, chemii, naukach technicznych, naukach przyrodniczych, ekonomii, socjologii,
praktyce inzynierskiej itp.

Rachunek prawdopodobienstwa (probabilistyka, z tac. probabilis — prawdopodobny)
zajmuje si¢ opisywaniem i badaniem prawidtowos$ci, ktorym podlegaja rozne zdarzenia
przypadkowe (losowe). Prawidlowosci te daja si¢ zaobserwowac np. przy wielokrotnym
powtarzaniu danego dos$wiadczenia losowego przeprowadzonego (obserwowanego)
w bardzo podobnych (badZ identycznych) warunkach.

Statystyka matematyczna na podstawie wynikéw badan, doswiadczen i obserwacji
umozliwia wysuwanie poprawnych wnioskow i podaje metody postepowania prowadza-
ce do ich akceptowania lub odrzucania. W catej swej rozciagtosci korzysta ona z rachun-
ku prawdopodobienstwa. W zwigzku z tym mozna stwierdzi¢, ze nie ma statystyki bez
probabilistyki. Niekiedy mozna si¢ spotka¢ z koncepcja przedstawiania statystyki bez
oparcia jej na teorii rachunku prawdopodobienstwa. Jest to duze nieporozumienie.
Chodzi o to, aby dany wzor, twierdzenie, reguta, sposob postgpowania itp. miaty swoje
merytoryczne uzasadnienie np. w postaci dowodow. Bez tych — chociaz wybranych —
uzasadnien nie wyczuwamy istoty danej teorii. To samo dotyczy przeciez takze mechani-
ki, wytrzymato$ci materiatoéw, fizyki itp.

Nie same wzory sg wazne. Wazne sa zatozenia, przy ktorych moga one by¢ stosowane
(nie moga by¢ stosowane bezrefleksyjnie). Kazde postgpowanie, szczegolnie w obszarze
odpowiedzialnej dziatalno$ci technicznej, musi mie¢ swoje logiczne uzasadnienie pod-
parte merytoryczng wiedza z wielu dziedzin i dyscyplin nauki. W przypadku watpliwosci
zawsze nalezy na gruncie danej teorii taki dowdd przeprowadzic.

Aby zbudowac¢ (stworzy¢) model i opisa¢ go zmienng losowa, trzeba zna¢ badane zjawi-
sko, np. twardo$¢, udarno$é, przepustowos¢ trasy komunikacyjnej, spojnos¢ gruntu.
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Trzeba znaé sposob przeprowadzania badan i metody pozyskiwania wynikow (pomiar

bezposredni czy posredni) — jak w teorii sterowania nalezy stwierdzi¢, czy potrzebne jest

dodatkowe rownanie (rownanie obserwacji, odpowiedzi uktadu).

Analizy wykorzystujace metody statystyki matematycznej (krétko nazywane tez metoda-
mi statystycznymi) odwotuja si¢ rowniez do eksperymentu, ktory moze by¢ czynny lub

bierny.

Z eksperymentem polaczone sg pomiary powigzane z rejestracjg ich wynikdéw przez od-
powiednie urzadzenie. Sg to wszystko wielkosci losowe.

W podpunkcie 3.4.8 dokumentu Komitetu Wspdlnego ds. Przewodnikow w Metrologii

(JCGM - Joint Committee for Guides in Metrology) napisano: ,,The evaluation of un-
certainty is neither a routine task nor a purely mathematical one; it depends on detailed

knowledge of the nature of the measurand and of the measurement. The quality and util-
ity of the uncertainty quoted for the result of a measurement therefore ultimately depend

on the understanding, critical analysis and integrity of those who contribute to the assign-
ment of its value”. Wynika stad, Zze ocena niepewnosci pomiarowych nie jest ani tatwym,
ani rutynowym, ani tez czysto matematycznym zadaniem; wymaga szczegolowej wiedzy
o mierzonej wielkos$ci i samym pomiarze. Wiarygodno$¢ niepewnosci pomiarowej przy-
pisanej do wyniku zalezy zatem od zrozumienia, krytycznej analizy oraz uczciwosci osob

dokonujacych jego oceny.

Material zawarty w niniejszym skrypcie jest przeznaczony przede wszystkim dla osoéb

studiujacych kierunki zwigzane z inzynierig ladowsa i transportem. Bedzie takze przy-
datny osobom studiujagcym inne kierunki, powiagzane z geodezja, inzynierig materiatlowa,
inzynierig mechaniczng itp. Z pozytkiem moze by¢ wykorzystywany przez stuchaczy
studiow podyplomowych i doktoranckich, przez konstruktoréw i projektantow oraz pra-
cownikow naukowych. Oprécz uzasadnien wybranych twierdzen, wzoréw, metod poste-
powania zawiera wiele przyktadow, szczegdlnie z zakresu inzynierii ladowej i transportu,
ilustrujacych omawiane zagadnienia.

Zaleca sig, aby zgltebianie zasadniczej treSci niniejszego opracowania rozpocza¢ od lek-
tury Dodatku, co znacznie utatwi zapoznawanie si¢ z zasadniczg czescig pracy. Ponadto

zaktada si¢ znajomos$¢ kombinatoryki (na poziomie szkoty $redniej), podstaw analizy
matematycznej, rachunku rozniczkowego i calkowego, algebry liniowej. Zaklada si¢ tez,
ze czytelnik zna podstawy mechaniki, wytrzymalodci materiatoéw, mechaniki gruntow,
metrologii itp. Materiat zawarty w niniejszym skrypcie spetni swoja role, jezeli zostanie

dodatkowo przedstawiony w formie dobrego, profesjonalnego wyktadu uzupetnionego

¢wiczeniami.

W wielu miejscach swiadomie i celowo dokonano potaczenia réznych form gramatycz-
nych, np. formy bezosobowej z forma w liczbie mnogiej itp. Chodzi o to, aby czytelnik
wspolnie z autorem zgtebial (odkrywat) tajniki wiedzy z rachunku prawdopodobienstwa
1 statystyki matematycznej, potaczone z zastosowaniami w inzynierii ladowej i transpor-
cie, 1 potrafit je poprawnie wykorzysta¢. Wtasnie ta forma pozwoli czytelnikowi poczué
wspolnote dziatania w tym zakresie. Chodzi tez o nawigzanie pewnej formy ,,dialogu”
z czytelnikami. Jest to nowoczesna i innowacyjna forma przekazywania wiedzy, zblizona
np. do zywego, dobrego wyktadu. Robimy to razem. Nie ex cathedra. W tej metodzie
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przewodnikiem jest autor, ,,zwiedzajacym” — czytelnik (jak na wycieczce lub w galerii
sztuki). Czytelnik w tym przypadku (w tej metodzie) czuje wspolnote, a to zwigksza
efekty uczenia sie. Celem jest tez przyzwyczajenie czytelnikow do logicznego myslenia.
Przedstawiony materiat, dotyczacy rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matema-
tycznej, jest tez doskonatym wprowadzeniem do teorii niezawodnosci oraz teorii pro-
cesOW stochastycznych, ktore majg szerokie zastosowanie migdzy innymi w inzynierii
ladowej 1 transporcie oraz w teorii pomiarow, ktorych wyniki sg traktowane jako sygnaty,
a sztuczna inteligencja, majaca swoj poczatek w matematyce, jest pewng wypadkowa
statystyki.

Podzigkowania za sugestie i cenne uwagi dotyczace skryptu sktadam Panu dr. hab.
Hubertowi Wysockiemu, prof. uczelni, z Akademii Marynarki Wojennej w Gdyni.
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Metody probabilistyczne i statystyka matematyczna
w inzynierii ladowej i transportowej

Streszczenie

Materiat zawarty w niniejszym skrypcie dotyczy metod probabilistycznych i statystycz-
nych ze szczegdlnym uwzglednieniem ich zastosowan, glownie w inzynierii lgdowe;j
1 transportowe;j.

Zdefiniowano przestrzen probabilistyczng, zmienng losowa i jej funkcje. Zmienne loso-
we dyskretne i ciggle polaczono z ich ilustracja graficzng oraz z wykresami dystrybuant.
Wprowadzone pojecie zmiennej losowej wielowymiarowej (inaczej wektora losowego)
1jej wlasnosci wykorzystano w statystyce do zdefiniowania proby losowej. Zmienne loso-
we zawieraja w sobie wiele informacji, dlatego w celu ich usystematyzowania omowione
zostaly parametry zmiennych losowych, takie jak warto$¢ oczekiwana, wariancja itp.
Szczegdtowo omdéwiono wybrane rozktady zmiennych losowych dyskretnych i ciggtych
stosowane w praktyce inzynierskiej. Sg to: rozktad dwupunktowy, rozktad Bernoulliego,
rozktad Poissona, rozktad Gaussa, rozktad wyktadniczy, rozktad Weibulla, uogéIniony roz-
ktad gamma, rozktad logarytmiczno-normalny, rozktad t Studenta, rozktad F-Snedecora.
Ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne omowiono nierownos¢ Czebyszewa, zbiezno$é
wedtug prawdopodobienstwa oraz metode najmniejszych kwadratow, takze powszechnie
stosowang w statystyce. Zostaty sformutowane tzw. twierdzenia graniczne wykorzysty-
wane w statystyce.

W wielu miejscach odwotano si¢ do eksperymentdw, ktdore moga by¢ czynne lub bierne.
Opisane zostaty metody przeprowadzania takich eksperymentow.

Pojecie estymatora zostato poprzedzone wprowadzeniem pojecia statystyki. Nastepnie
omowiono estymacj¢ punktowa i przedziatlowg. Wskazano estymatory: zgodne, nicob-
cigzone, efektywne (najefektywniejsze). Dla wybranych statystyk podano metody wy-
znaczania ich wartos$ci z proby.

Omowiono (przy odpowiednich zatozeniach) metody tworzenia przedziatéw ufnosci dla
parametrow rozktadu normalnego. Przedstawiono hipotezy parametryczne i nieparame-
tryczne oraz hipotezg zerows i alternatywna.

W Dodatku zostaly omdéwione nastepujace pojecia 1 zagadnienia: elementy logiki ma-
tematycznej, teoria mnogosci (algebra zbiorow, przeciwobraz zbioru, zbiory przeliczal-
ne 1 ich wlasnosci), podstawowe jednostki 1 przedrostki stosowane w ich nazewnictwie,
funkcja gamma Eulera 1 zwigzana z nig funkcja btedu.

Wszystkie pojecia zilustrowano licznymi przykladami z zakresu inzynierii lagdowej
1 transportowe;j.



Probabilistic methods and mathematical statistics
in civil and transport engineering

Summary

The material presented concerns probabilistic and statistical methods, with particular
emphasis on their applications, mainly in civil and transport engineering.

The probabilistic space, random variable and its functions have been defined. Discrete
and continuous random variables were combined with their graphical illustration and
distribution charts. The introduced concept of a multidimensional random variable (or
random vector) and its properties were used in statistics to define a random sample.
Random variables contain a lot of information, so to systematize them, the parameters
of random variables were discussed, in particular parameters such as: expected value,
variance, etc.

Selected distributions of discrete and continuous random variables used in engineering
practice were discussed in detail. These are: two-point distribution, Bernoulli distribu-
tion, Poisson distribution, Gaussian distribution, exponential distribution, Weibull distri-
bution, generalized gamma distribution, log-normal distribution, Student’s t distribution,
Snedecor’s F-distribution.

Due to their great practical importance, Chebyshev’s inequality, convergence by prob-
ability and the least squares method, also widely used in statistics, were discussed. The
so-called limit theorems used in statistics were formulated.

In many places reference is made to experiment, which can be active or passive. Methods
for conducting such experiments were described.

The concept of an estimator was preceded by the introduction of the concept of statistics.
Then, point and interval estimation were discussed. The following estimators were indi-
cated: consistent, unbiased, efficient (the most efficient). Methods for determining their
values from the sample were provided for selected statistics.

Methods for creating confidence intervals for normal distribution parameters (with ap-
propriate assumptions) were discussed. Parametric and non-parametric hypotheses as
well as the null and alternative hypotheses were presented.

The following concepts and issues were discussed in the Appendix: elements of math-
ematical logic, set theory (algebra of sets, inverse image, countable sets and their prop-
erties), basic units and prefixes used in their nomenclature, Euler’s gamma function and
the related error function.

All concepts were illustrated with numerous examples from the field of civil and trans-
port engineering.
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